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一、什麼是常態分布 

前面介紹過間斷機率的分布，以二項分布為例，如果投擲一均勻的的硬幣 10

次，我們預期每次正面反面的機率相同，都是 0.5。下表列出投擲 10 次硬幣出現

正面次數所有可能的樣本空間、其預期頻率以及其相對頻度(機率)： 

 

出現正面次數 

(sample space 樣本空間) 

出現正面次數頻率

 

相對頻度(機率) 

 

0 0.009765625 0.000977 

1 0.09765625 0.009766 

3 1.171875 0.117188 

4 2.05078125 0.205078 

5 2.4609375 0.246094 

6 2.05078125 0.205078 

7 1.171875 0.117188 

8 0.439453125 0.043945 

9 0.09765625 0.009766 

10 0.009765625 0.000977 

Total 10 1 
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根據上表，我們把所有可能出現的結果(即樣本空間)，依理論上預期頻度與相對頻

度畫成如下的直方圖 
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上圖就是間斷型變數(二項分布)頻度的直方圖，如果我們把它想像成型的變

數，那麼介於兩個整數之間的無限個數字就變的有意義了。這樣我們就可以把每

一個出現次數的機率連接起來(如上圖紅色線條)，這樣大致上就呈現一個鐘型的機

率分布平滑曲線 (bell-shaped distribution)。 

如果重複這樣的實驗無限多次，理論上就會成為上圖所示的分布：以出現 5

次正面(平均值)的機率最高；以平均值 5 次為中心呈兩側對稱，離開平均值越遠，

其出現的頻率或機率就越低。這個曲線所顯示的機率分布，若變數是連續性的變

數，這個機率的分布就是常態分布。 

 

常態分布 (normal distribution)  

常態分布為連續型的機率分布，又稱高斯（Gaussian）分布，它的機率密度函數方 

程式為：
2

2

2
2

1 σ
µ

πσ

)x(
e)x(f

−−

=  

以 X~N (µ , 2σ )表示之。常態分布是一曲線家族，大致上鐘型形狀不會在的中心點 
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位置與高矮胖瘦會不一。其所在位置及高矮胖瘦取決於兩個參數；即平均值µ (決

定中心點所在位置)與標準差σ (決定鐘型曲線的形狀高矮胖瘦)。 

標準差σ 決定這個分布的高矮胖瘦 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

鐘形受µ及σ 之影響  

µ值影響鐘形中心位置  

σ 值影響鐘形形狀  

» σ 越大，則資料愈分散，鐘形越低寬  

» σ 越小，則資料愈集中，鐘形越高窄 

常態分布是最常被使用的分布是因為常態分布是往後運用統計來做推論時重

要的假設前提：假設某個參數的母族群是常態分布。當然許多自然界的現象或特

徵值參數得分布多為常態分布，例如許多物理的、生物的及社會學的特徵值通常

呈現常態分布。 
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機率分布函數 

 常態分布曲線函數： ∞<<−∞=
−

−
x;e

2
1)x(f

2)x(
2
1

σ
µ

πσ
 

 常態曲線下總面積=1 ( ∫
∞

∞−
= 1dx)x(f ) 

 因此介於任兩數(a, b)之間的面積(即機率)可以求得 ∫=≤≤
b

a
dx)x(f)bxa(p  

 

二、標準常態分布 

標準常態分布 (standard normal distribution) 

雖然常態分布是一個家族，但標準的常態分布只有一個，是常態分布家族中

的一個特例，就是當常態分布的平均值為 0 ( 0=µ )且標準差為 1 ( 1=σ )時，就稱

為標準的常態分布( X ~ )1,0(N )。 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

σµ 4−  σµ 3−  σµ 2−  σµ 1−    µ    σµ 1+  σµ 2+  σµ 3+  σµ 4+  
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如果一個母族群是呈標準常態分布，平均值µ = 0 標準差σ = 1，則理論上族群

中有各有 50 %的組成元素大於或小於平均值 0(以 0 為中心對稱)；有 68.26%  

( 2%13.34 × )的組成元素 x 會分布在距離平均值加減一個標準差 σµ 1± ( 10 ± 即

1+ 與 1− 之間的範圍內；有 95.44%的 x 會分布在距離平均值加減兩個標準差

σµ 2± ( 20 ± )即 2+ 與 2− 的範圍內；有 99.74%的 x 會分布在距離平均值加減三

個標準差 σµ 3± ( 10 ± )即 3+ 與 3− 的範圍內。相反的，我們如果從母族群逢基指定

一個 x，也可以同樣的方式由 x 值得知，大於或小於 x 值的機率是多少被抽樣取到

的機率有多少。想要知道這些值，只需要查表、透過各式各樣的統計軟體或是上

網都可以輕易的查到，不必經由複雜的計算。 

例如從標準常態分布母族群逢基取樣本大小為 n 的樣本，其均值大於或小於 0

的機率各為 0.5；樣本均值大於 1 的機率為 0.16，樣本均值小於 1 的機率為 0.84；

樣本均值小於 2 而大於-1 ( 21 <<− x )的機率為 0.82；樣本均值小於-1 而大於-2 

( 12 −<<− x )的機率為 0.14。 

常態分布在自然界有很多，但標準常態分布必須滿足 0=µ , 1=σ 兩個條件，

在自然的狀況少見，通常為數學物理學上的理論值或人為制定的標準，如某些測

量儀器的誤差標準，有些輸出入物品某添加物的含量或檢定標準等。所以常態分

布經常必須標準化才能利用標準常態分布的性質。 

  

三、常態分布標準化 

我們把( X ~ )1,0(N )的常態分布當成標準是因為任何常態家族經過適當的轉換

都可以變成標準的常態分布。那麼我們就可以便利的利用標準常態分布的特性得

到我們想知道的訊息。這個轉換的程序我們稱為標準化。 

標準化的程序分為兩個步驟：其一是要如何把平均值變成 0；其二是要如何把 
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標準差變成 1。設有一個常態分布母族群其平均值為µ，我們只要把所有 x 都減去

平均值( µ−ix )，新的平均值就變成 0。 回想一下敘述統計，這時新的母族群(由元

素 µ−ix 構成的母族群)的標準差並沒有改變還是σ 。然後新的母族群的每個

( µ−ix )再除以母族群的標準差( σµ)( −ix )，則新的母族群的標準差變成 1。我們

回想一下敘述統計當每個數加減或乘除一個常數時對平均值及標準差的影響。 

標準化的完整過程為:  

 

σ
µ−

=
xz  

 

 

 

 

 

轉換後的值一班以 z 來表示，所以標準常態分布 (Standard Normal Distribution)又稱 

Z 分布Z ～ )1,0(N   

例如，假設有一 50=µ , 10=σ 的常態分布 

經
10

50−
=

−
= ii xx

z
σ
µ

標準化後，成為 0=µ , 1=σ 的Z 分布Z ～ )1,0(N  

以實際的例子來看，假設有一母群是由 2, 5, 6, 9 組成經
σ
µ−

=
xz 轉換後如下表， 

在重新計算其平均值與標準差分別為 0 與 1 

 

 

 

0)(1)(1)(1)(1)(
=−=−=

⋅−
=

−
=

−

= ∑∑∑∑
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σ
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σ
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又有某一人供造林樹種之純林最大徑圍為常態分布其平均值是 50 cm 標準差為 

10 cm，下圖以兩種不同的尺度來顯示此一常態分布： 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

σµ 4−  σµ 3−  σµ 2−  σµ 1−     µ     σµ 1+  σµ 2+  σµ 3+  σµ 4+  

 

上面是原始尺度，下面為標準化後之尺度。標準化後之尺度 1± , 2± , 3± 我們可

以簡單的理解成”離開平均值 50 cm 1± , 2± , 3± 個標準差σ (分別為 σµ 1± , 

σµ 2± , σµ 3± )的距離”；也就是 101× , 102× , 103×  cm。 
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例題 1 

試求標準常態分布下 1−=x ~ 5.1 的機率？ 

[解]： 

7745.04332.03413.0
)5.10()01()5.11(

=+=
<<+<<−=<<− xPxPxP

 

or  

7745.0
1586.09331.0)1()5.1(

=
−=−<−< xPxP

 

 

例題 2 

一標準常態分布， 

(1) 如 )025.0)( =< axxP ， 975.0)( =< bxxP ；試求 ax 與 bx 值各為多少？ 

(2) 如 975.0)(025.0 << xP ，試求值的範圍？ 

 [解]： 

從單尾 Z 值表中找出機率值為 0.025 與 0.975 在找出其對應之 Z 值 

 

(1) 
975.0)96.1(

025.0)96.1(
=<
=−<

xP
xP

   

所以
96.1
96.1

+=
−=

b

a

x
x

  

 

(2) 
975.0)96.1(

025.0)96.1(
=<
=−<

xP
xP

     

所以 96.196.1 <=<− x  
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例題 3：某校在一次的統計學測驗中，參加的學生有 50 名。假設此次測驗的成績 

合於常態分配，且其平均成績為 80 分，標準差 5 分。試求： 

(1) 成績在 65 分與 75 分之間的人數 

(2) 成績在 90 分以上的人數  

[解]： 

(1) 令 x 代表統計學成績，依題意知 ,80=µ  5=σ ，於是： 

%74.150013.01587.0

)13()
5

8075
5

8065()7565(

=−=

−<<−=
−

<<
−

=<< ZPZPxP  
 

(2) 成績在 90 分以上的人數 

%28.29772.01

)2(1)2()
5

8090()90(

=−=

<−=>=
−

>=> ZPZPZPxP  

故人數約為 50(人) × 2.28%=1.14(人)  ≒ 1 人 

 

例題 4：某品牌家電用品的使用壽命為平均數 3 年，標準差 1 年的常態分配。 

若其保證期間為二年，試問退貨比例為多少？ 

[解]： 

設  X 為該品牌家電用品使用的壽命長度，依題意知 µ =3, 1=σ 於是，

1587.0)1Z(P)
1

32Z(P)2x(P =−<=
−

<=<  

亦即退貨的比例約為 0.1587 

 

例題 5：若性向測驗之成績呈常態分配，某測驗結果其µ =506，σ =81， 

試求 (1) 分數低於 574 者佔全體之比例 ; 

(2) 第 30 百分位數 
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[解]：令 X 表測驗成績， 

(1) 依題意，成績低於 574 之比例為： 

799.0)8395.0()
81

506574()574( =<=
−

<=< ZPZPxP  

亦即測驗成績低於 574 者大約佔 79.9 % 

 

(2) 第 30 百分位數為 x 即表示常態機率  

3.0)
81
506( =

−xP  

查表可得 3015.0)52.0( =−<ZP ； 2981.0)53.0( =−<ZP  

所以我們取約 3.0)524.0( ≅−<ZP  

即 524.0
81
506

−=
−x  

故第 30 百分位數 56.463)524.0(81506 =−×+=x  

 

四、樣本平均值的分布 

統計實際操作的方法是利用抽樣的方法取得樣本，利用樣本所得到的平均

數、標準差、變異數等統計值(sample statistics) 來了解母族群的平均數、標準差、

變異數等參數(parameters)。因此，我們更關心抽樣樣本統計值分布的情形。例如，

從一個常態分布的母族群抽樣的樣本當然會符合常態分布。但，即便某些特徵值

的母族群並非常態分布，只要取樣的樣本數夠大時(通常樣本數 n 大於 30 時)，其

樣本平均值的分布也會是常態分布，這便是中央極限定理(central limit theorem)。 

例如我們可以假設一個只含有 1,4,7 的母族群，以實際的取樣來觀察樣本均值

的分布情形。我們分別自母族群取出樣本數等於 2、3 和 4(n=2,3,4)的樣本，將所 
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有可能的樣本組合逐一列出；例如當 n=2 時，所有可能的樣本有(1,1)、(1,4)、(1,7)、

(4,1)、(4,4)、(4,7)、(7,1)、(7,4)和(7,7)一共有 9 種可能的樣本。n=3 時，所有可能

的樣本有(1,1,1)、(1,1,4)、(1,1,7)、(1,4,1)、(1,4,4)、(1,4,7)、(1,7,1)、(1,7,4)、(1,7,7)、

(4.1,1)、(4,1,4)、(4,1,7)、(4,4,1)……(7,7,7)。再分別計算這些樣本的平均值，例如

樣本(1,1)的平均值為 1( 1=x )、樣本(1,4)的平均值為 2.5( 5.2=x )、樣本(1,7)的平均

值為 4( 4=x )……樣本(1,7)的平均值為 7( 7=x )，依此類推。然後計算每個樣本平

均值出現的頻率。 

這樣我們可以依不同的樣本數畫出如下圖的直方圖，看看樣本平均值分布的

情形與樣本數大小有何關係。 
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接著我們分別再算出樣本均值的平均值、樣本均值的變異數及標準誤差

(standard error) (樣本均值的標準差稱為標準誤差)，如下表： 

母族群 3 =µ 4 =2σ 6 =σ 2.4495 

樣本數 樣本空間 

N 

均值 

x
µ  

變異數 

2
x

σ  

標準誤差(樣本均值的標準差) 

x
σ  

n= 2 32=9 4 3 1.7321 

n= 3 33=27 4 2 1.4142 

n= 4 34=81 4   1.5 1.2247 

 

我們發現即使不是常態分布的母族群，從這個母族群抽樣出來的樣本均值的 

分布，會隨著抽樣樣本數(n)的增大而越接進常態分布。且不管樣本數大小，樣本 

平均值的平均值等於母族群的均值 µµ =
x

；而樣本平均值的變異數隨著樣本數增 

大而減小且
nx

2
2 σσ = ；因此樣本平均值的標準差(標準誤差) 隨著樣本數增大而減 

小
nx

σσ = 。 

如果原來的母族群為常態分布，其樣本平均值所形成的族群當然為常態分 
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布，且其均值不變( µµ =
x

)；但其樣本平均值的標準差隨樣本數而減小(
nx

σσ = )； 

如下圖所示：左圖為常態分布知母族群中 x 分布情形，下圖為其樣本大小為 n

時樣本平均值 x 的分布情形。 

 

 

 

 

 

 

 

上述的情形我們可以歸納出來所謂的中央極限定理 (Central Limit Therrem) ：當樣

本數夠大(通常 n 大於 30)時，不論母族群機率分布如何，從母族群抽樣的樣本平均

值 ( x )的分布近似常態分布即 x ~ ),(
xx

N σµ 其中 µµ =
x

，
nx

σσ = ，所以  

x ~ ),(
n

N σµ 。 

 

練習例題 

例題 1：有一品牌溫度計宣稱其溫度計的標準差為 1，如果我們用此溫度計測量純

水的冰點理論的平均值應為 0oC，重複測量結果有些值會小於 0oC，有些

值會大於 0oC，試問若溫度計準確度如廠商宣稱，測得水結冰溫度大於

-0.8 oC 小於 0.8 oC 的機率有多少？ 
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[解]： 

測值的分布為標準常態分布 X ~ )1,0(N  

=>>− )5.05.0( ZP 0.5763            

         

 

 

                                       

例題 2：設某學校學生之身高為平均數µ =170 cm，標準差σ =12 cm 的常態分配，

若由此學校隨機抽出 16 個學生為一個樣本，則所抽出樣本之平均數在母

群體平均數 6 cm 以內的機率為何？ 

[解]： 

平均身高 X 為常態分配，且平均值與標準誤差為µ =170， 3
16

12
===

nx

σσ  

X 位於 61706 ±=±µ cm 以內範圍（亦即介於 164 至 176 cm 之間）的機率為： 

=<<−=
−

<<
−

=<< )22()
3

170176
3

170164()176164( ZPZPxP 0.9545  

 

例題 3：設某班級學生之統計學成績呈常態分配，其平均數為 72，標準差為 9。 

(a) 自該班中隨機抽出 1 人，其分數超過 80 之機率。 

(b) 自該班中隨機抽出 9 位學生，則此 9 位學生之平均成績超過 80 的機率。 

(c) 自該班中隨機抽出 25 位學生，則此 25 位學生之平均成績介於 70 到 75 

的機率。 
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[解]： 

令 X 代表該班學生之統計學成績 X ~ )9,72(N  

(a) 已知 X ~ )9,72(N   

1867.0)89.0()
9

7280()80( =>=
−

>=> ZPZPxP  

(b) 隨機抽出 10 位學生其平均分數超過 80 的機率為： 

0038.0)67.2()
)99(

7280()80( =>=
−

>=> ZPZPxP  

(c) 自該班中隨機抽出 20 位學生，平均成績介於 70 到 75 的機率為： 

8190.0)67.111.1()
)259(

7275
)259(

7270()7570( =<<−=
−

<<
−

=<< ZPZPxP  

 

例題 4：據調查，大學畢業生初進公司的起薪為一平均 28000 元、標準差為 1500

元的常態分布，若你畢業後將就業，問： 

(1) 你希望你的起薪能高於 30000 元，機率有多大？ 

(2) 你的起薪有 90%的機率會高於多少元呢？ 

(3) 若從你同屆的大學畢業生中，隨機抽取 20 人的起薪為樣本，則此樣本 

平均起薪介於 27000 至 30000 的機率為何？ 

(4) 有 50%的機率此 20 人的平均起薪會低於多少呢？ 

(5) 有 90%的機率此 20 人的平均起薪會高於多少呢？ 

[解] ： 

(1) 你希望你的起薪能高於 30000 元 

0918.09082.01

)33.1(1)33.1()
1500

2800030000()30000(

=−=

<−=>≅
−

>=> ZPZPZPxP    
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(2) 你的起薪有 90%的機率會高於多少元 

9.0)
1500

28000(1)
1500

28000( =
−

<−=
−

>
xZPxZP   

即 1.0)
1500

28000( =
−

<
xZP 查表得 1003.0)28.1( =−<ZP  

      
26080

28.1
1500

28000

=

−=
−

x

x
  

 

(3) 若從你同屆的大學畢業生中，隨機抽取 20 人的起薪為樣本，則此樣本平均起

薪介於 27000 至 30000 的機率為 

9986.0)98.2()96.5()96.598.2(

)
201500

2800030000
201500

2800027000()3000027000(

=−<−<=<<−=

−
<<

−
=<<

ZPZPZP

ZPxP

  

(4) 有 50%的機率此 20 人的平均起薪會低於多少 

   5.0)
201500

28000( =
−

<
xZP  

查表得 5.0)0( =<ZP ，所以 0
201500

28000
=

−x
， 28000=x   

(5) 有 90%的機率此 20 人的平均起薪會高於多少 

9.0)
201500

28000(1)
201500

28000( =
−

<−=
−

>
xZPxZP  

 1.0)
201500

28000( =
−

<
xZP 查表得 1003.0)28.1( =−<ZP  

28.1
201500

28000
−=

−x   所以 27571
20

150028.128000 ≅×−=x  
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